Дистанционная математическая школа
Код курса: М 1 

3-4  классы
Тема 3. Элементы комбинаторики
Многие предметы удобнее хранить, разложив их аккуратно по своим местам. Например, дома: книги – по полочкам, посуду – в буфет, белье - в шкаф. Такое раскладывание бывает полезно не только дома. Изучая любой предмет в школе, Вы тоже постоянно распределяете по группам какие-то объекты. Например, на русском языке слова делите на существительные, глаголы, прилагательные и т.д.; на биологии животные делят на виды и т.д.
Для того чтобы изучить какие-то объекты, их разбивают на группы (классы) так, чтобы каждый из объектов вошел точно в один класс. Такой прием разбиения на группы называют классификацией. Свойства объектов из каждого класса удобно изучать отдельно. То есть, множество всех рассматриваемых предметов разбивается на непересекающиеся подмножества по какому-либо признаку (каждый элемент множества может входить только в одно из подмножеств). 
Например, всех учеников класса можно разделить (классифицировать) по разным признакам, соответственно получатся разные классификации.

Учителю. Предложите детям разбить учеников класса на группы по разным признакам (основаниям классификации). 
Возможные варианты:  по годам рождения;  по знакам Зодиака; по цвету глаз и т.д.

Учащиеся должны понять, что одно и то же множество можно разбить на классы разными способами.

В математике классификации используются очень часто. Некоторые из них  Вам уже знакомы. Например, целые числа часто разбивают на 2 класса – четные и нечетные числа. Многоугольники разбивают на классы в соответствии с числом сторон, а потом отдельно изучают треугольники, четырехугольники и другие фигуры. 

Задание 1. (Обратимся к рисунку из первого занятия) Разбейте множество фигур на рисунке на классы по указанным ниже признакам и посчитайте количество фигур в каждом классе: 

а) по цвету;

б) по виду фигур.

[image: image1.jpg]WQGA&,




Решение.

а) получим два класса: 
· класс белых фигур - 5 фигур (м, в, т, е, к); 

· класс черных фигур - 2 фигуры (а, д).
б) Можно разбить на 4 класса:
· класс треугольников - 2 фигуры (в, м);
· класс четырехугольников - 3 фигуры (к, а, т);
· класс кругов - 1 фигура (е); 
· класс криволинейных фигур - 1 фигура (д). 

Учителю. По виду фигур можно разбивать на разное количество классов, в зависимости от признаков, взятых учащимися за основу «разбиения» (классификации). Например, на класс треугольников и класс не треугольников; на класс многоугольников и не многоугольников.
Задание 2. Распределите данные геометрические фигуры по группам по какому-либо признаку.
Учителю. Постарайтесь эти фигуры поставить на стол и проверяйте выполнение задания распределяя фигурки на группы на столе.

Решение.

Возможные распределения:
· катается фигура по столу или нет;

· по количеству оснований: нет оснований - 6; одно основание - 4, 5, 7; 

два основания – 1, 2, 3, 8, 9, 10;

· в основании четырехугольник или нет;

· и .т.д.
Задание 3. Даны числа: 100, 678, 32, 807, 9000, 700,  250, 6789, 90, 3000, 1240.  Разбейте их на непересекающиеся классы по какому-либо признаку.

Учителю. Это задание лучше выполнять по группам. Скорее всего, будет придумано несколько разных классификаций, обсудите каждую.
Решение. Возможные варианты классификаций:

· по количеству цифр в числе – (32, 90(,  (100, 678, 807, 700, 250(, (9000, 3000, 1240(;
· по количеству нулей в числе - (678, 32, 6789(,  (807, 250, 90, 1240(,   (100, 700(, (9000, 3000(;

· по четности - (100, 678, 32, 9000, 700,  250, 90, 3000, 1240(,  (807, 6789(;

· По использованию цифр в записи числа кроме нуля (от 1до 5 или от 6 до 9) – 

(100, 32, 250, 3000, 1240(,  (678, 807, 9000, 700,  6789, 90(;

· И т.д.
Задание 4. Маша выписала по очереди все целые числа от 1 до 2011. Сколько раз использовалась цифра 0?

Решение:  Рассмотрим, сколько раз цифра 0 встречается в каждом из четырех разрядов.

1. В разряде тысяч ее не будет.

2. В разряде сотен – 100 раз в числах от 1000 до 1099 и 12 раз в числах от 2000 до 2011.
3. В разряде десятков –  10 раз в каждой из 20 сотен, т.е. 10∙20=200 раз и 9 раз в числах от 2001 до 2009.
4. В разряде единиц – по 1 разу в каждом из 200 десятков, т.е. 200 раз и еще раз в числе 2010.
Всего цифра 0 встретилась 489 раз: 112 + 209 + 201 = 522.

Ответ: 522 раза.

На примере следующей задачи рассмотрим, как можно классифицировать искомые объекты.

Задание 5. Сколько квадратов изображено на рисунке?


Решение. Разобьем все квадраты на группы по размерам. Маленькие -  со стороной 1 клетка, средние – со стороной 2  клетки, большие – со стороной 3 клетки и самый большой основной – со стороной 4 клетки.  

Подсчитаем количество квадратов в каждой группе. Проще всего с самым большим основным – он один. Несложно и с группой маленьких – их 4∙4 = 16.

Как подсчитать средние? Начнем с того, который стоит в левом верхнем (северо-западном) углу основного квадрата. Будем двигать его сначала направо, а затем вниз на целое количество 

клеток. При каждом движении он будет совпадать с каким-то из существующих квадратов такого размера.

При горизонтальном движении получим 3 квадрата, да еще два раза сдвинемся вниз на одну клетку и каждый раз добавим еще по 3 квадрата. Итого 9 (3∙3).

Осталось подсчитать большие квадраты. Поместим большой квадрат в северо-западный угол основного. Сдвинем его на одну клетку влево, заметим, что он снова вписан в угол основного. Таких положений всего 4.

Итак, всего квадратов 1 + 16 + 9 + 4 =30.

Ответ: 30 квадратов разных размеров.

Задание 6. Сколько треугольников изображено на рисунке?
Решение. Решаем задачу аналогично предыдущей, подсчитаем число «маленьких» треугольников (со стороной, равной по длине одному отрезку), число «средних» треугольников  (со стороной, равной по длине двум отрезкам) и «больших» треугольников (со стороной, равной по длине трем отрезкам). 

1. «Маленьких» треугольников - 9.
2.  «Больших» треугольников - 1. 
3. Чтобы подсчитать число «средних» треугольников, заметим, что одна из вершин каждого из них должна совпадать с какой-то вершиной «большого» треугольника – иначе «среднему» треугольнику не поместиться. 
                     Значит, «средних» треугольников - 3. 
А всего 13 треугольников (9+1+3). 
Ответ: 13 треугольников.
Задание 7 (Кенгуру – 1997). Сколько отрезков с отмеченными концами изображено на рисунке?

Решение. Прежде всего, заметим, что на этом рисунке есть отрезки, у которых отмечены только концы, а есть и такие, у которых еще и внутри отрезка есть отмеченные точки. Будем подсчитывать их отдельно.

1. Внутри треугольника размещаются 4 «коротеньких» отрезка (у которых отмечены только концы).

2. На сторонах треугольника отрезков, у которых отмечены только концы - 5: одна сторона целиком и две стороны разбиваются точками на две части каждая.

3. Подсчитаем отрезки с отмеченными точками внутри. Таких отрезков всего 4 – две стороны и два отрезка внутри треугольника.

Всего получаем:  4 + 5 + 4 = 13 (отрезков).

Ответ: 13 отрезков.
Учителю.  Обязательно при разборе задачи  ребята должны показать все эти отрезки.

Задание 8 (К– 2000).На левом рисунке можно увидеть больше квадратиков, чем на правом. На сколько?


Решение. Первый простой способ решения такой задачи: подсчитать, сколько квадратов в левой фигуре и сколько в правой, затем сравнить (мы уже это делали). Но можно поступить по другому. Будем считать, что левая фигура превратилась в правую, потеряв несколько квадратов. Вспомним наше разбиение и посмотрим, каких и сколько квадратов выбросили.

1. Квадратов со стороной 1 клетка выбросили  4. 

2. Большого квадрата также не стало.

3. Со стороной 2 клеточки не стало 4 квадрата:

4. Любой из квадратов со стороной 3 клетки захватывает маленький квадратик из выброшенных. Значит,  таких квадратов тоже не будет.

Итак, всего пропало 1 + 4 + 4 + 4 = 13 квадратов, т.е. на левом рисунке на 13 квадратов больше.

Ответ: на 13 квадратов.

Задание 9 (К – 1999). От Кащея до Бабы Яги ведут 3 дороги, а от Бабы Яги до Кикиморы – 2 дороги. Сколькими способами можно пройти от Кащея до Кикиморы, заходя к Бабе Яге?


Решение. При решении этой задачи тоже можно придумать подходящую классификацию. Пронумеруем дороги, ведущие от Кащея к Бабе Яге, числами 1, 2 и 3, а дороги, идущие от  Бабы Яги к  Кикиморе, обозначим буквами А и Б. Теперь разобьем все возможные пути от Кащея до Кикиморы на 3 группы: те, которые начинаются с дороги номер 1, с дороги номер 2 и с дороги номер 3. Каждую из этих дорог можно продолжить двумя способами (пойдя от Бабы Яги по дороге А или по дороге Б). Теперь понятно, что всего можно выбрать 3∙2 = 6 различных путей, идущих от Кащея к Кикиморе.

Ответ: 6 способов.
Конечно, эту задачу можно было решить без разговора о классификации – просто поводить пальчиком по рисунку и перебрать все возможные варианты. Но с помощью точно такого же рассуждения можно решать и гораздо более сложные задачи. 

Представим себе, что от Кащея до Бабы Яги ведет 100 дорог,  а от Бабы Яги  до Кикиморы – 200. Тут уж перебирать возможные варианты руками придется очень долго, а наши рассуждения можно использовать почти без изменений, только номеров для дорог понадобится намного больше. Но основной вывод остается таким же: все пути разбиваются на 100 групп (классов), по 200 путей в каждом классе. Всего получаем 100 ∙200 =20000 различных путей, ведущих от Кащея к Кикиморе. Теперь должно быть понятно, что точно таким же способом можно решать похожие задачи с любыми заданными числами.

Рассмотрим еще одну задачу.

Задание 10. Маша решила попить чаю. У нее есть 5 разных чашек и 4 блюдца. Сколькими способами Маша может составить комплект из чашки и блюдца?

Решение. Возьмем одну чашку. В комплект к ней Маша может выбрать любое из четырех блюдец. Получаем 4 разных комплекта с выбранной чашкой. Также, по 4 разных комплекта Маша может составить и с любой другой чашкой. Всего она сможет составить  20 разных комплектов (5·4).

Ответ: 20 комплектов.

 Усложним задачу. 
Пусть у Маши есть еще 2 разные чайные ложки, и она составляет комплект из 3 предметов (чашка, блюдце, ложка). Сколькими способами она может это сделать?
Решение. Возьмем любой из 20 комплектов, составленных в предыдущей задаче. К нему можно добавить одну из 2 имеющихся у Маши ложечек, то есть получить 2 разных комплекта. Таким образом, всего Маша может получить 40 различных комплектов (20 ·2 или 5·4·2). 

Учителю. При обсуждении этой задачи можно познакомить учащихся с правилом умножения – одним из важнейших правил комбинаторики:

Если множество А состоит из n элементов, а множество В состоит из m элементов, то число пар, в которых один элемент – их множества А, а второй элемент – из множества В, равно произведению m∙n.

Задание 11. Сергей каждый день выводит гулять свою собаку Одри, надевая на нее ошейник и прицепляя к ошейнику поводок.  Всего у собаки три разных поводка и четыре разных ошейника. Сколько дней Сергей может выводить Одри гулять, используя неповторяющиеся пары «поводок-ошейник», если известно, что один из поводков не подходит к двум ошейникам?
Решение. Всего возможно составить разных пар 12 (3(4). Но две пары по условию использовать не получится. Значит, 10 дней Сергей может гулять, не повторяясь в выборе поводка и ошейника.

Ответ. 10 дней.

Рассмотрим еще один тип задач комбинаторики.

Задание 12. Сколькими способами можно выложить в ряд красный, синий и зеленый карандаши?

Решение: На первое место можно положить любой из трех карандашей, на второе – любой из двух оставшихся, на третье – последний оставшийся карандаш. Получаем 6 различных способов (3·2·1).
Ответ: 6 способов.

Учителю. Предложите ребятам решить данную задачу сначала практически, используя три цветных карандаша.
Задание 13. Маша вырезала из бумаги фигурки Деда Мороза, Снегурочки, снеговика и зайца и решила повесить их на одну ветку. Сколькими способами Маша может это сделать, если хочет, чтобы Снегурочка обязательно находилась на ветке позади Деда Мороза. 

Решение. Фигурка Деда Мороза не может висеть последней в ряду. Значит, возможны три ситуации: с Дедом Морозом на первом месте, на втором и на третьем.
Рассмотрим первую ситуацию: фигурку Деда Мороза повесили на первое место. Тогда на второе место – любую из оставшихся трех фигурок, на третье – любую из двух оставшихся, на четвертое – последнюю оставшуюся. Всего 6 различных способов (3·2·1), причем Снегурочка точно помещается после деда Мороза.

Рассмотрим вторую ситуацию: Дед Мороз находится на втором месте. Теперь фигурка Снегурочки может быть или на третьем или четвертом месте. Оставшиеся две фигурки можно расположить на оставшихся местах двумя способами. Всего - 4 различных способа.
Рассмотрим третью ситуацию: Дед Мороз находится на третьем месте. Теперь фигурка Снегурочки может быть только на четвертом месте. Оставшиеся две фигурки можно расположить на оставшихся местах двумя способами. Всего 2 различных способа.

Итого получается 6 + 4 + 2 =12.

Ответ: 12 способов.

Задание 14 (К – 2003). На заседании присутствуют 29 академиков, 12 из них имеют бороду, а 18 — усы. У трех академиков нет ни бороды, ни усов. Сколько академиков имеют и бороду, и усы?

(А) 4             (В) 5              (С) 6             (D) 11              (E) 16.
Решение. Разобьем академиков на группы. В первой будут бородатые, во второй усатые, в третьей – те, кто носит и усы и бороду, а в четвертой – те, кто бреется. В четвертую группу по условию попали 3 человека. Значит, в остальные группы попадут 26 академиков (29-3).Если все 12 бородатых не имели бы усов, и все 18 усатых были бы без бороды, то в первую и вторую группы попали бы 30 академиков (12 +18), чего не может быть. Значит, лишние 4 человека (30 – 26) должны быть в третьей группе. Итак, 4 академика носят и бороду, и усы.
Ответ: А.
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